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USTALANIE EFEKTYWNOSCI NA PODSTAWIE IZOKWANT
W PRZESTRZENI WYDAJNOSCI.
PRZYPADEK WIELU NAKEADOW

W artykule opisano metod¢ ustalania efektywnos$ci obiektow gospodarczych, gdy jeden rezultat
(np. produkcja, zysk, dochod) uzyskiwany jest za pomoca wielu naktadow. Metoda jest uogélnieniem
procedury, zaproponowanej przez autora artykutu [4]. Sprowadza si¢ ona do wykorzystania tzw. izo-
kwant efektywnosci czastkowej w przestrzeni wydajnosci naktadow, przedstawionych w pracy [5].
Postgpowanie polega na okresleniu wierzchotkéw zbioru technologii wyznaczanych przez izokwanty
jednostkowe, ustaleniu granicy efektywnosci i promienia technologicznego oraz poréwnaniu odlegto-
$ci punktow przecigcia promienia technologicznego z izokwantami oraz granica efektywnos$ci. Zada-
nie ustalania efektywnos$ci oznacza rozwiazywanie zwyktych wielowymiarowych zadan programo-
wania liniowego.

Stowa kluczowe: izokwanta, przestrzen wydajnosci, efektywnosé, promien technologiczny, dea

1. Wstep

Artykul nawiazuje do wczesniejszej pracy autora [4], w ktorej opisano ide¢ wyko-
rzystania wprowadzonych w pracy [5] tzw. izokwant efektywnosci czastkowej
w przestrzeni wydajnosci do ustalania efektywnoSci gospodarczej obiektow oraz
podano odpowiednie pojecia i definicje.

W zacytowanym artykule rozpatrywano bardzo prosty przypadek, gdy rezultat za-
lezy tylko od dwdch czynnikow [4]. Na tle tego szczegdlnego przypadku tatwo byto
ilustrowaé poszczegblne pojecia: izokwantg wydajnosci, granice efektywnosci, pro-
mien technologiczny, miejsca przecigcia promienia technologicznego z granica efek-
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tywnosci oraz izokwantami, gdyz mozna to bylo zobaczy¢ na rysunku ptaskim'. Gdy
nakladow jest wigcej, mozna jedynie zastosowaé procedury algebraiczne®, co jest
tematem obecnego artykutu.

Opisana w poprzednim artykule procedura ustalania efektywnosci polega ogélnie
na nastepujacych czynnosciach:

1. Na podstawie informacji o wielko$ciach rezultatow i naktadow okresla sig do-
tyczace poszczegdlnych obiektow izokwanty efektywnos$ci czastkowej w przestrzeni
wydajnosci.

2. Wykorzystujac izokwanty ustala si¢ granicg efektywnosci w przestrzeni wydaj-
nosci.

3. Przyjmuje si¢ pewien promien technologiczny i ustala punkty przecigcia pro-
mienia technologicznego z granica efektywnosci oraz z izokwantami.

4. Na postawie tych punktow przecigcia oblicza sig efektywno$¢ poszczegdlnych
obiektoéw jako ilorazy odleglo$ci odpowiednich punktéw przecigcia od poczatku ukta-
du wspotrzednych’.

2. Izokwanta efektu czastkowego w przestrzeni wydajnosci

Izokwanta efektywnosci czastkowej

Oznaczmy przez Y rezultat (wynik) dziatalnosci, a przez X, — naktad numer n
(n =1, ..., N). Badane obiekty numerujemy przez j = 1, ..., J. Wielko$ci poszczegodl-
nych naktadéw sa znane. Oznaczamy je przez xy, ..., Xy (sa to liczby).

Jednostkowa izokwanta rezultatu ¥ wzgledem wydajnosci nakladéw ma
postac:

X1 W1 +XZW2+ +xN WN =1. (1)

Argumentami izokwanty sa wydajnosci W, poszczegélnych naktadow, zas
parametrami sa zaobserwowane naktady x, (n = 1, ..., N). Wymiar W, to [jed-
nostka pomiaru efektu] / [jednostke pomiaru czynnika n-tego].

" Dodajmy zreszta, ze przypadek dwoch naktadéw i jednego rezultatu nadmiernym uproszczeniem
nie jest, gdyz w ekonomii bardzo czg¢sto bada si¢ dwuczynnikowe funkcje produkcji. Uogdlnienie na
przypadek wielowymiarowy jest wazne, ale nie zasadnicze.

% Chyba, Ze jest to przestrzen trojwymiarowa, ale sporzadzanie rysunkow jest wowczas klopotliwe.

3 Podany w rozdziale 5 sposob obliczania efektywnosci jest znany w literaturze, np. powszechnie sto-
sowany jest w DEA.
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W, jest czqstkowq wydajnosciq n-tego naktadu. Jest to ta cze$¢ jednostkowego
przyrostu Y, ktéra wynika ze wzrostu naktadu n-tego o jednostke, ceteris paribus:

oY
W,=——. 2
x b))
Izokwanta (1) okresla, jakie wydajnosci poszczegolnych naktadéow (np. czynni-
kéw produkeji) sa niezbedne, by uzyskaé¢ rezultat jednostkowy przy danych nakta-
dach®. Dlatego nazywamy ja izokwantq efektu czqstkowego w przestrzeni wydajno-
Sci 1 oznaczamy przez ICEy. Dla uproszczenia notacji czgsto bedziemy ja oznaczaé

przez I.

Ustalanie izokwant w przypadku dwo6ch nakladéw

Problem 1
W tabeli 1 przytoczono rozpatrywane w [2] dane dotyczace naktadow i rezultatow
w szesciu obiektach.

Tabela 1. Naktady i rezultaty. N=2

Obiekty 01 02 03 04 05 06
Rezultat Y 3 2 6 4
X 4 3 9 4
Naktady
X, 2 1 12 8 6

Zro6dto: Dane umowne.

Izokwanty efektywnosci czastkowej w przestrzeni wydajnosci naktadéw maja po-
staé’:

]]: 1,333 W1 + 0,667 W2 = 1, ]2: 1,5 W1 + 0,5 W2 = 1,
I 1,5 W +2,0 W=1, I 1,0 W +2,0 W=1,
[5: 2,0 W1 + 6,0 W2 = 1, ]6: 1,667 W1 + 0,667 W2 =1.

Przebieg izokwant jednostkowych przedstawiono na rysunku 1. Linia O, oznacza
izokwante jednostkowa dla obiektu O,

4 Jest to w pewnym sensie pojecie ,,odwrotne” od tradycyjnej izokwanty, ktora okresla wielkosci na-
ktadow niezbedne dla uzyskania rezultatu przy danych wydajnosciach czynnikoéw.
3 Ich wspbtezynniki uzyskuje si¢ po podzieleniu naktadu X przez rezultat Y.
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Rys. 1. [zokwanty jednostkowe
Zr6dto: Opracowanie wlasne na podstawie tabeli 1.

Izokwanty w przestrzeni wielowymiarowej

Gdy naktadow jest wigcej, izokwanty sa hiperptaszczyznami stopnia N. Do tego
przypadku nawigzuje problem 2.

Problem 2
Rozpatrywana jest zalezno$¢ rezultatu Y od czterech nakladow: X, X,, X;, Xi.
Wielkosci naktadow i uzyskanego efektu w szesciu obiektach podano w tabeli 2.

Tabela 2. Naktady i rezultaty. N =4

Obiekty 0l 02 03 04 05 06
Rezultat Y 3 2 6 4 1 3
X, 4 3 9 4 2 5
X, 2 1 12 8 6 2
Naldady X, 2 4 3 1 3 1
X, 3 1 2 3 3 2

Zro6dto: Dane umowne.

Izokwanty jednostkowe sa teraz okreslone jako:

Ii: 1,333 W, +0,667 W, + 0,667 W5+ 1,000 W, =1,
L: 1,500 W, + 0,500 W, + 2,000 W5+ 0,500 W, =1,
L: 1,500 W, + 2,000 W, + 0,500 W5+ 0,333 W, =1,
Iy 1,000 W, + 2,000 W, + 0,250 W5+ 0,750 Wy =1,
Is: 2,000 W, + 6,000 W, + 3,000 W5+ 3,000 W, =1,
Is: 1,667 W, + 0,667 W, + 0,333 W5+ 0,667 W, = 1.
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3. Granica efektywnosci w przestrzeni wydajnosci czynnikow

Granicq efektywnosci (GEy ) w przestrzeni wydajnosci jest famana taka,
ze dominuje ona nad izokwantami typu /CEy dla wszystkich badanych  (3)
obiektow j =1, ..., J.

Ustalanie granicy efektywnos$ci w przypadku N =2

W ujeciu geometrycznym ustalanie granicy efektywnosci GEy dla izokwant
ICEy oznacza znajdowanie takiej najblizej polozonej poczatku uktadu wspot-
rzednych tamanej GEy, ze lezy ona ponad wszystkimi izokwantami /CEy
(a ogdlnie nie nizej).

Dla problemu 1 zilustrowano to na rysunku 2.

- 01
2,5 W,
20 \A 02
——03
1,5 ¢
granica efektywnosci
04
1,0
¢ 05
0,5 =
# —o— 06
0,0 T T
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Rys. 2. Izokwanty jednostkowe i granica efektywnosci dla problemu 1 (N =2)
Zrédto: Opracowanie whasne.

Granicg efektywnosci jest czerwona famana ABCD, a og6lniej tamana P,(ABCD)P;,
gdzie P, — cze$¢ osi W, powyzej punktu A4, natomiast P, — fragment osi W, na prawo od
punktu D.

Wiasno$ci granicy efektywnosci

Podstawowa wlasno$cia granicy efektywnosci GEy jest to, ze punkty lezace
ponizej granicy charakteryzuja si¢ wydajnoscia mniejsza niz punkty lezace na
granicy, a zatem charakteryzuja si¢ wigkszymi nakladami na jednostke rezultatu.

Oznacza to, ze punkty lezace ponizej granicy GEy maja efektywno$¢ mniej-
sza od punktow lezacych na granicy efektywnosci.
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Granica efektywnoS$ci reprezentuje najwigksza technologicznie mozliwa
w badanym zbiorze obiektow wydajnos¢ (oraz technologicznie najmniejsze na-
ktady)®.

Inne wazne wlasno$ci granicy efektywnosci sa nastgpujace:

1. Granica efektywnosci GEy sktada si¢ z odcinkow, ktorymi sa segmenty niekto-
rych izokwant jednostkowych ICEy.

Lamana ABCD utworzona jest z odcinka 4B bedacego segmentem izokwanty dru-
giej oraz odcinka BC bedacego segmentem izokwanty pierwszej i odcinka CD, beda-
cego segmentem izokwanty czwartej.

2. Warto$¢ granicy efektywnosci wynosi 1, gdyz jest ona ztozona z segmentéw
odpowiednich izokwant jednostkowych, a te maja warto$¢ réwna 1.

3. Dla kazdego punktu x, wzigtego z granicy efektywnosci GEy, wartos¢ lewej
strony kazdej izokwanty ICEy, jest nie mniejsza od 1”. Wynika stad nastgpujacy waz-
ny wniosek:

W ujeciu algebraicznym dominacja granicy efektywnosci GEy nad izo-
kwantg ICEy oznacza, ze dla wszystkich wektorow x, lezacych na granicy
efektywnosci, wartosci lewej strony izokwanty jednostkowej typu ICEy sa
nie mniejsze od 1.

(4)

4. Wierzcholtki granicy efektywnos$ci sa rozwiazaniami odpowiednich ukladow
rownan liniowych, generowanych przez izokwanty jednostkowe.

W podanym przyktadzie punkt A4 jest rozwiazaniem ukladu réwnan ztozonego
z izokwanty I, oraz osi W,, czyli prostej W, = 0. Punkt B jest rozwiazaniem uktadu
rownan ztozonego z I, oraz I;; punkt C jest rozwiazaniem ukladu utworzonego z izo-
kwant I, oraz I,; natomiast punkt D jest rozwigzaniem ukladu réwnan ztozonego z I,
oraz osi W, (czyli rbwnania W, = 0).

5. W wierzchotku granicy efektywnosci GEy lewa strona pewnej izokwanty jed-
nostkowej (lub kilku izokwant) ma warto$¢ 1, a lewe strony pozostatych izokwant
maja wartosci wigksze od 1. To wynika z wlasnosci (3).

Wyznaczanie granicy efektywnosci GE), graficznie odpowiada znajdowaniu
brzegu zbioru rozwiazan dopuszczalnych zadania minimalizacji, w ktérym
warunki ograniczajace maja posta¢ nieréwnosci liniowych skierowanych ku  (5)
gorze, a rownania odpowiadajace tym nierownosciom to izokwanty jednost-
kowe ICEy.

8 Punkty lezace powyzej GEy nie naleza do zbioru technologii dopuszczalnych (gdyz zadnego z nich
nie obserwowano w badanym zbiorze obiektow).
szego” punktu, to jej warto$¢ bedzie wigksza od 1, gdyz wzigto lepsza (wydajniejsza) kombinacjg czynni-
kow.
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Wyznaczanie granicy efektywnos$ci w przypadku ogélnym

Przedstawione spostrzezenia sugeruja nastgpujaca przedstawiong procedure znaj-
dowania wierzchotkow granicy efektywnos$ci oraz ustalania, ktore izokwanty uczest-
nicza w tworzeniu granicy efektywnosci.

1. Znajdowanie wierzcholkow wielowymiarowej granicy efektywnosci

Wierzchotki granicy efektywnos$ci znajdujemy jako rozwiazania zadan programo-
wania linowego dla poszczeg6lnych obiektow, przy czym w zadaniu dotyczacym
obiektu o-tego:

(a) warunki ograniczajace postuluja, zeby wartosci lewych stron wszystkich
izokwant jednostkowych /; (j = 1, ..., J) byly nie mniejsze od 1;

(b) funkcja celu orzeka minimalizacje wartosci lewej strony izokwanty I, ©)
(1<0<)).
Dla danego obiektu rozwiazywane jest wiec zadanie decyzyjne:
I Dane:
Wielkosci x,; jednostkowych naktadow w poszczegolnych obiektach
= . (7
(n=1,.,N;j=1,..,J)).
1l. Zmienne decyzyjne:
Wi, W, ..., Wy — czastkowe wydajnos$ci naktadow ()
1l Funkcja celu:
-xloWl + XzoWz + o+ X WN — min (9)
1V. Warunki ograniczajqce:
X1j W1+x2j Wz +...+xNj WNZI (]:1,,J), (10)
W,>20 (n =1,..,N). (11)

Zadanie to mozna rozwiaza¢ simpleksem, na przyktad za pomoca Solvera Excela.

Komentarze dotyczace zadania

1. Wszystkie izokwanty w zbiorze punktéw znajdujacych si¢ ,,pod” granica efek-
tywno$ci maja warto$¢ nie mniejsza od 1, stad argumenty funkcji (10) musza by¢ tak
wyznaczone, aby warto$¢ lewej strony byta nie mniejsza od 1.

2. Tylko dla izokwant, ktérych odpowiednie segmenty tworza granice efektywno-
$ci warto$¢ dla punktow x nalezacych do GE jest rowna 1. Dlatego tez funkcja celu
jest minimalizowana.

3. Warunki znakowe W, > 0 wprowadzono jako jawne warunki ograniczajace,
gdyz niektore algorytmy (np. realizowane przez Solver Excela) ,nie reaguja” na do-
myslne warunki nieujemnosci® i nie podaja rozwiazan znajdujacych sig na osiach.

8 Deklarowane np. w Opcjach Solvera.
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4. Z uwagi na tg okoliczno$¢ rozwiazanie samych zadan ,,dla obiektoéw” (o =1, ..., J)
nie wystarczy. Trzeba jeszcze rozwiaza¢ zadania dla ,,0si” W, (n =1, ..., N). Warunki
ograniczajace tych zadan sa takie jak w przypadku zadan ,dla obiektow”,
a funkcja celu ma postaé:

Funkcja celu zadania dla osi W,:

W,—>min (1<n<N). (12)

5. Rozwiazania wszystkich zadan dla ,,obiektow” i dla ,,0si” pozwalaja ustali¢:
a) wierzchotki granicy efektywnosci,
b) ktére z warunkdéw ograniczajacych sa wiazace, a wigc ktore izokwanty two-
rza granice efektywnosci.

Zadania dla poszczegdlnych obiektow oraz poszczegolnych osi sa od siebie nie-
zalezne, wobec czego mozna je wszystkie potaczy¢ w jedno ,,duze” zadanie, w ktérym
minimalizowana jest suma wszystkich funkcji celu (9) 1 (12).

Przyklad

W przypadku problemu drugiego (N = 4) mamy zadanie decyzyjne, na przyktad
dla o =3:

1,5W1 + 2,0W2 + 0,5W3 + 0,333W4 — min

(01) 1,333w +0,667w, +0,667ws +1,0mwy >1
(02) 1,5w, +0,5w, +2,0ws +0,5 wy >1
(03) 1,5w, +2,0w, +0,5m3 +0,333wy >1
(04) 1,0w, +2,0w, +0,25ws +0,75wy >1
(05) 2,0w, +6,333w, +3,0ws + 3,0w, >1
(06) 1,667w, +0,667w, +0,333w3 +0,667wy >1
(/408! wi >0
(m2) W >0
w3) w3 >0
(W4) Wy >0

Natomiast zadanie, na przyktad ,.dla osi W,”, bedzie miato analogiczna postac,
z ta tylko rdznica, ze funkcja celu orzeka:

W, — min.

W tabeli 3 podano rozwiazania optymalne wszystkich zadan (7)—(12). Wiersz ta-
beli dotyczy zadania (7)—(11) dla danego obiektu numer o, lub zadania (7), (8), (10)—
(12) dla ,,danej osi”. Kolumna natomiast dotyczy danej zmiennej decyzyjnej W,.
W tabeli 3 zasygnalizowano takze, ktére warunki sa wiazace w zadaniu dla obiektu
o-tego lub dla ,,0si n-tej”.
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Tabela 3. Wierzchotki granicy efektywnosci (rozwigzania optymalne zadan)

. . Warunki wiazace przy funkcji celu obiektu
Ne Funkcja - Rozwigzanie optymalne podanej w wierszu
eelu w1 w2 w3 w4 | Ol | 02 | O3 | 04 | O5 | O6 | Wi | w2 | W3 | W4
1 ol T 10,389 0,181 | 0,087 | 0,302 | w w w w
2 02 T 10,338 0,146 | 0,095 | 0,462 w w w w
3 03 T 10,338 0,146 | 0,095 | 0,462 w w w w
4 04 T 10,338 0,146 | 0,095 | 0,462 w w w w
5 05 1,000| 0,000 | 0,000 | 0,000 w w w w
6 06 T 10,338 0,146 | 0,095 | 0,462 w w w w
7 wi T 10,000( 0,271 | 0,143 | 1,157 w w w w
8 w2 T 10,526 0,000 | 0,000 | 0,632 w w w
9 w3 T 10,462 0,062 | 0,000 | 0,554 w w
10| w4 T 10,667| 0,167 | 0,000 | 0,000 | w w w w

T — odcinek izokwanty stanowiacy segment granicy efektywnosci,
w — warunek wiazacy dla danej funkcji celu.
Zr6dto: Obliczenia whasne.

Dla przyktadu, rozwiazanie optymalne zadania dla obiektu o = 3 ma postaé: w, =
0,338, w, = 0,146, w; = 0,095, wy = 0, 462 (i jest to rOwniez rozwigzanie optymalne
zadan dla obiektow O2, O4). Ten wierzchotek zbioru rozwiazan dopuszczalnych lezy
na przecigciu izokwant jednostkowych O2, O3, O4, O6 i mozna stwierdzié, ze ,,na
pewno” segmenty wymienionych izokwant beda tworzyly granice efektywnosci (ale
w ktorym ,,miejscu”, jeszcze nie wiadomo).

Niektore wierzchotki sa zdegenerowane, a wigc takie, iz leza one na osi uktadu
wspbtrzednych (jednej badz wigcej)’.

11. Ustalanie, ktore izokwanty uczestnicza w generowaniu granicy efektywnosci GEy,
Przedstawimy dwa sposoby ustalenia, czy odpowiednia izokwanta tworzy czes$¢
granicy efektywnosci.

Sposoéb 1

Sprawdzamy, czy funkcja celu zadania dla obiektu o-tego ma w rozwiazaniu
optymalnym warto$¢ 1'°. Jesli tak, izokwanta jednostkowa I, tworzy cze$é¢ granicy
efektywnosci (ale ktora, kryterium to nie rozstrzyga).

% Na przyktad rozwiazanie optymalne zadania numer 5 ma trzy stopnie degeneracji — punkt opty-
malny lezy w punkcie poczatkowym az trzech osi (W, W3, Wy).
197 uwagi na mozliwe bledy zaokraglen sprawdzamy, czy wartosé¢ funkcji celu rozni si¢ od 1 nie-
istotnie, np. o nie wigcej jak 0,0000001.
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Sposob 2

Sprawdzamy, czy w rozwigzaniu optymalnym, chociaz dla jednego zadania, waru-
nek dla obiektu j-tego jest wigzacy. Jesli tak, odcinek izokwanty /; stanowi segment
granicy efektywnosci.

W naszym przyktadzie (zob. kolumny trzeciej czesci tab. 3) wszystkie osie oraz
wszystkie izokwanty z wyjatkiem izokwanty dla OS5 stanowia warunki wiazace przy-
najmniej w jednym zadaniu decyzyjnym. Dlatego tez tylko izokwanta dla O5 w zad-
nym swoim fragmencie nie jest segmentem granicy efektywnosci.

Ktore fragmenty izokwant jednostkowych i na jakich wycinkach przestrzeni (W,
W,, W3, W,) sa okreslone, trudno powiedzie¢. Na szczg$cie jawne okreslenie granicy
efektywnosci nie jest potrzebne dla zbadania efektywnosci obiektow. Wystarczy
znajomos$¢ wierzchotkow, a te sa znane po rozwiazaniu wszystkich zadan (7)—(12).

4. Promien technologiczny

Dla obliczenia efektywnosci obiektu konieczne jest ustalenie tzw. promienia tech-
nologicznego i punktow jego przecigcia z izokwanta obiektu oraz granicg efektywnosci.

Promieniem technologicznym w przestrzeni wydajnosci jest — wychodzaca
z poczatku uktadu wspotrzednych — potptaszczyzna odpowiadajaca zatozo-
nej proporcji miedzy wydajnosciami naktadow.

Promien technologiczny w przestrzeni wydajnosci wynika z promienia tech-
nologicznego w przestrzeni nakladow, ktéry okresla zatozona proporcje
migdzy naktadami.

(13)

Przypadek dwoch nakladow
Jesli naklady czynnika pierwszego do naktadéw czynnika drugiego maja sig tak, jak p,
do p,, to promien technologiczny w przestrzeni naktadow jest okreslony jako proporcja

Xi_n
X, P,
czyli jako réwnanie
P2 Xi—p1X;=0.

Z uwagi na rownos¢ X, = Y/ W, odpowiada temu nastgpujaca proporcja migdzy
wydajnosciami czynnikow:

W, q>
e, -, 14

gdzie: ¢, = p1, q1 = pa.
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Promieniem technologicznym w przestrzeni wydajnosci jest rownanie
g2 Wi —q1 W>,=0. (15)
Liczby ¢q1, ¢» sa dane i odpowiadaja zalozonej proporcji (14).

Przyklad

Na rysunku 3 dotyczacym izokwant efektu czastkowego z problemu 1 (zob. rys. 2),
wykre§lono promien technologiczny P7(1; 0,933) = 0,933W, — 1,0W, (¢; = 1, 0;
¢>=0,933)".

251 " o1
20 1 A 02
15 4 granica efektywnosci — =03
04

| promien technologiczny
1.0 ——05
05 -- --@----08

W

D GE

0,0 ;

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 PT(1;0,933)

Rys. 3. Izokwanty czastkowe, granica efektywnosci oraz promien technologiczny
Zrédto: Opracowanie whasne.

Konstrukcja promienia technologicznego w przypadku ogélnym

W przypadku wielowymiarowym nalezy okresli¢ relacje dla wszystkich par nakta-
dow (lub wydajnosci). W jawnej postaci nie jest to jednak potrzebne, gdyz co najwy-
zej N z nich (N — liczba naktadow) jest liniowo niezaleznych.

Wystarczy wigc poda¢ relacje wydajnosci (N-1) czynnikow do wydajnosci wy-
branego czynnika. Reszta relacji bedzie wynikata z poprzednich. Ustalmy, ze bedzie-
my podawacé relacje wydajnosci Wa, Wi, ..., Wy do wydajnosci W;'>. W konsekwencji
promien technologiczny bedzie kodowany jako P7(1; ¢»; ...; gn), gdzie:

1/g, = postulowany iloraz W,/W,
= postulowany iloraz X,,/X; (n =2, ..., N). (16)

! Promien ten odpowiada relacji naktadow X; do X, jak 1:0,933, co $rednio ma miejsce w calym ba-
danym uktadzie szeSciu obiektow.
12 pozostate relacje W,/W; beda okreslone jako (W,/W)): (Wi W)).
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Promien technologiczny w przestrzeni wydajnosci jest okreslony przez
uktad N — 1 réwnan liniowych:

G Wi—W,=0 (n=2, .., N). (17)

5. Punkt przecigcia izokwanty
z promieniem technologicznym

Przypadek N =2

Jesli problem dotyczy dwoch naktadow, sprawa jest prosta: nalezy rozwiazaé
uktad dwoch réwnan liniowych, z ktérych pierwsze to rOwnanie izokwanty jednost-
kowej, a drugie — rGwnanie promienia technologicznego.

Przypadek ogélny

Podobnie postepujemy w przypadku N > 2, z tym jednak, ze promien technolo-
giczny jest okreslony przez N—1 réwnan liniowych (17). Dlatego trzeba rozwiazac
kwadratowy uktad N réownan liniowych, zlozony z izokwanty dotyczacej obiektu
o-tego oraz promienia (17):

X1o W1+X20 W2+...+ XNo WNZI (ISOSJ) (18)
QW —-W,=0,
gvW,—Wy=0,

wzgledem (W, Wy, ..., Wy). Rozwiazanie tego uktadu, czyli punkt przecigcia izo-
kwanty [, z promieniem technologicznym, oznaczymy przez i, = (iy, iy, ..., in).

Mierzona po promieniu technologicznym odlegloscia izokwanty jednostkowej dla
obiektu o-tego od poczatku uktadu wspotrzednych jest

dy= i+ +..+i5 (1<o0<J). (19)

6. Punkt przecig¢cia promienia technologicznego
z granicg efektywnosci

Przypadek N=2
W przypadku dwuwymiarowym mozna wzrokowo stwierdzi¢, w ktérym miejscu
promien technologiczny przecina granice efektywnos$ci (por. np. rys. 3) i w $lad za
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tym mozna stwierdzi¢, odcinek ktorej izokwanty generuje odpowiedni segment grani-
cy efektywnosci.

Na przyktad na rysunku 3 widaé, ze promien technologiczny P7(1; 0,933) przecina
odcinek BC, ktory — jak mozna stwierdzi¢ wzrokowo — jest segmentem izokwanty dla
obiektu pierwszego. Wspolrzedne punktu przecigcia promienia technologicznego
P1(1;0,933) z granica efektywnos$ci ustalimy wigc, rozwiazujac uktad réwnan:

0,933 W, — 1,000 W, =0 — promien technologiczny,
1,333 W, + 0,667 W, =1 —izokwanta obiektu O1.

Przypadek ogélny

W przypadku wielowymiarowym ,,nie widzimy” izokwant, granic efektywnosci
1 promienia technologicznego (ktory jest pgkiem prostych w przestrzeni N-wymia-
rowej). Nalezy wigc ,,niegeometrycznie” ustali¢, na odcinku ktorej izokwanty tworza-
cym segment granicy efektywnosci lezy 6w punkt przecigcia. Najprostszy sposob
polega na zbadaniu wszystkich mozliwych przypadkow.

W tym celu, dla zadanego promienia technologicznego i wszystkich izokwant
uczestniczacych w tworzeniu granicy efektywnosci, liczymy punkty przecigcia pro-
mienia z tymi izokwantami. Dla danej izokwanty /; (1 <j <J) trzeba wtedy:

a) rozwiazac uktad réwnan (18),

b) obliczy¢ odleglos$¢ rozwiazania tego uktadu rownan od poczatku uktadu wspot-

rzednych.

Punktem przecigcia, powiedzmy g, granicy efektywno$ci z promieniem technolo-
gicznym jest wtedy to rozwiazanie uktadu (18), ktore — w sensie odleglosci liczonej
po promieniu technologicznym — lezy najdalej od poczatku uktadu wspotrzednych:

g={i- :d~ = max d;}. (20)

Jj=l.J

Mierzona po promieniu technologicznym odleglo$¢ granicy efektywnosci od po-
czatku uktadu wspotrzednych wynosi

dpr= \/g12+g§+....+g]2v , 21)

gdzie g, — wspotrzedne punktug (n =1, ..., N).

Zaproponowana procedurg ustalania punktu przecigcia promienia technologiczne-
go z granica efektywno$ci uzasadnia to, ze segment granicy efektywnosci to po prostu
odcinek tej izokwanty, ktéra — przy danym promieniu — lezy najdalej od poczatku
uktadu wspotrzednych.

Zilustrowano to na rysunku 4 dla przyktadu czterech izokwant oraz dwoch pro-
mieni. Izokwantg dla obiektu numer j oznaczono, jak wczesniej, przez O;.

Na przyktad w relacji do promienia 1, najdalej od poczatku uktadu wspotrzednych
polozonym punktem granicy efektywnosci jest punkt D, ktory jest punktem przecigcia
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QO — punkt przeciecia
izokwanty
i promienia
promien 2
W

Rys. 4. Punkty przecigcia izokwant z promieniami technologicznymi
Zrédto: Opracowanie whasne.

izokwanty I, z tym wlasnie promieniem. Najdalej — wzdluz promienia — przesunigta
izokwanta jest wiec I, i to ona — w odpowiednim fragmencie — stanowi granice efek-
tywnosci, a punktem przecigcia promienia technologicznego z granica efektywnosci
jest punkt D. Z kolei w wypadku promienia 2 najdalej od poczatku uktadu wspotrzed-
nych potozonym punktem przecigcia izokwanty z promieniem jest punkt F, ktory do-
tyczy izokwanty /3. Punkt F jest miejscem przecigcia granicy efektywno$ci z promie-
niem 2.

7. Wskaznik efektywnosci obiektu

Efektywnos$¢ obiektu j-tego mierzona jest po promieniu technologicznym i wynosi

d -
E=—L (j=1,..J. (22)
dpr

Uwagi

1. W proponowanej procedurze, dla ustalenia punktu przecigcia promienia tech-
nologicznego z granica efektywnosci, czyli z jedna z izokwant jednostkowych, propo-
nuje si¢ rozwiazywac uktady réwnan (18) dla wszystkich izokwant uczestniczacych
w tworzeniu granicy efektywnosci'’. Wydaje sie, ze jest to praca niepotrzebna, ale jest

13 Ktére to sa izokwanty, mozna okresli¢ na podstawie rozwiazania zadan programowania liniowego,
opisanych w rozdziale 3.
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to pozorne wrazenie. W procedurze i tak musimy bowiem wyznaczy¢ punkty przecig-
cia wszystkich izokwant jednostkowych z promieniem technologicznym, aby obliczy¢
odlegtosci (19) dla wszystkich obiektow.

2. Wobec tej okolicznosci wskazywanie izokwant, ktore uczestnicza w tworzeniu
granicy efektywnos$ci — o ile tylko rzecz dotyczy ustalania efektywnos$ci obiektow —
nie jest konieczne. Granica efektywnosci nie jest w tym przypadku potrzebna w spo-
sob jawny.

3. Uklad réwnan (18) potrzebny dla wyznaczania punktu przecigcia promienia
technologicznego z dana izokwanta jednostkowa ma bardzo prosta strukturg, a jego
rozwiazywanie nawet w przypadku wigkszej liczby naktadow'* moze by¢ zrealizowa-
ne za pomoca bardzo prostych srodkdw obliczeniowych. Jesli promien technologiczny
ma posta¢ (17), to pierwsza wspotrzedna punktu przecigcia izokwanty /, z promie-
niem technologicznym wynosi

i = % (i, jest wartoscia zmiennej W,, n =1, ..., N), (23)
gdzie:
N
§= an‘xno (przy tym q1= 1)7 (24)
n=l1
Xpo — przypomnijmy — to n-ty wspotczynnik izokwanty jednostkowej dla obiektu
o-tego15 .
Nastepne wspotrzedne:

,=q.1, @m=2,..,N). (25)

8. Przyklady promieni technologicznych

I. Sredni promien technologiczny

Sredni promien technologiczny jest wyznaczany przez $rednia proporcje
poszczegdlnych naktadéw w calym badanym zbiorze obiektow. (26)

Przyklad
Dla danych z tabeli 2 sumy nakladow w catym uktadzie sze$ciu obiektow sa na-

stepujace:

'4 Realnie tych czynnikéw jest niewiele — 2—4. Na pewno nie dziesiatki.
15 Wzor (23) uzyskuje si¢, mnozac kolejne warunki (18), poczawszy od drugiego, przez x,,, i dodajac
je do warunku pierwszego.
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Naktad Suma
X 27
X, 31
X; 14
X, 14

Stad $rednie proporcje naktadéw wynosza:
Xi/X,=27/31=0,87;, X/X;=27/14=1,93; Xi/X,=27/14 =1,93.
Proporcje wydajnosci W,/W, sa odwrotno$ciami tych liczb, czyli:
w\Ww,=1/0,87, W\/Ws=1/1,93; W\/Wy=1/1,93.
Roéwnania promienia technologicznego P7(1; 0,87; 1,93; 1,93) maja formg:
0,87W,— W, =0,
193w, — W5 =0,

1,93W1 — W4 =0.

Wspotrzedne (i1, i ,, i3, 1 4) punktow przecigcia izokwant jednostkowych z promie-
niem technologicznym podano w tabeli 4. Wyszczego6lniono tez odleglosci d; oraz
wskazniki efektywnosci obiektow.

Tabela 4. Punkty przecigcia izokwant jednostkowych z promieniem technologicznym
PT(1;0,87;1,93;1,93)

(0] 02 03 04 05 06
0 0,195 0,148 0,206 0,214 0,053 0,239
iy 0,170 0,129 0,179 0,186 0,046 0,208
i 0,376 0,286 0,398 0,413 0,103 0,462
iy 0,376 0,286 0,398 0,413 0,103 0,462
Odlegtos¢ d; 0,350 0,201 0,392 0,422 0,026 0,528
Odlegtos¢ dpr 0,528
Efektywnosc E; 0,663 0,382 0,742 0,800 0,049 1,000

Zrddto: Obliczenia wlasne.

Przyjmujac, ze efektywnos¢ jest oceniana wedlug $redniej w badanym zbiorze
obiektow struktury wydajnosci (i naktadéw jednostkowych), otrzymalismy, ze najbar-
dziej efektywny jest obiekt O6. Wyraznie ustepuja mu dwa kolejne obiekty: O4 oraz
03. Marginalng efektywnos$cia odznacza si¢ obiekt OS5.
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I1. Wiasne promienie technologiczne

Wilasnym, dla o-tego obiektu, promieniem technologicznym jest ten, ktory
realizuje proporcje naktadow (a w $lad za tym — proporcje wydajnosci) ma- (27)
jace miejsce w obiekcie o-tym.

Przyklad
Na podstawie tabeli 2 ustalamy, ze w obiekcie — na przyktad — O1 miaty miejsce
nastepujace proporcje naktadow czynnikow'®:

Xi/Xo=4/2=2; Xi/X;=4/2=2; X/X,=4/3 =1,333.
stad proporcje wydajnosci W/ W;:
WiWy=1/2; Wi/Ws=1/2; W)/W,y=1/1,333.

Réwnania wlasnego promienia technologicznego, P7(1; 2; 2; 1,333), dla obiektu
O1 maja forme:

20w, -Ww,=0,
250Wl - W’3 = 05
1,33W, - W, = 0.

Ocenimy efektywnos$¢ obiektow w sensie ich wilasnych promieni technologicz-
nych. Wyniki obliczen przedstawiono w tabeli 5.

Tabela 5. Punkty przecigcia izokwant z wtasnymi promieniami technologicznymi obiektow

Promien dla: Kod promienia 0Ol 02 03 04 05 06

Srednia | PT(1;0,87;1,93;1,93) 0,66 0,38 0,74 0,80 0,05 1,00
0Ol PT(1;2;2;1,33) 0,73 0,40 0,43 0,49 0,04 1,00
02 PT(1;3;0,75;3) 0,75 0,97 0,44 0,39 0,04 1,00
03 PT(1;0,75;3;4,5) 0,52 0,35 1,00 0,82 0,04 0,95
04 PT(1;0,5;4;1,33) 0,50 0,15 0,65 1,00 0,04 0,90
05 PT(1;0,33;0,67;0,67) 0,76 0,49 0,73 1,00 0,08 0,83
06 PT(1;2,5;5;2,5) 0,57 0,23 0,46 0,53 0,03 1,00

Z16d1o: Obliczenia whasne.

Jesli efektywno$¢ obiektu oceniamy w sensie jego wlasnego promienia technolo-
gicznego, to efektywne sa obiekty O3, O4 oraz O6. Pozostate sg w mniejszym lub
wigkszym stopniu nieefektywne.

Najbardziej nieefektywny jest obiekt piaty — zaledwie 8%, a ,,prawie” efektywny
jest obiekt O2.

16 Te proporcje mozna tez ustali¢ na podstawie wspotczynnikéw izokwanty jednostkowe;.
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Podsumowanie

1. Z czysto obliczeniowego punktu widzenia proponowana metoda badania efek-
tywnosci moze przebiegaé nastgpujaco:

a) Na podstawie danych o naktadach i rezultatach okre$la si¢ izokwanty jednost-
kowe.

b) Ustalamy promien technologiczny, odpowiadajacy zatozonej proporcji nakta-
dow (lub zatozonej proporcji wydajnosci), por. poczatkowy fragment rozdziatu 4.

c¢) Okre§lamy punkty przeciecia promienia technologicznego z poszczegdlnymi
izokwantami jednostkowymi, rozwiazujac dla danej izokwanty uktad rownan (18).
Uktad ten, jak wyzej stwierdzono, jest bardzo prosty.

d) Na podstawie tego rozwiazania okreslamy mierzona wzdtuz promienia techno-
logicznego odleglto$¢ izokwanty od poczatku uktadu wspotrzednych.

e) Wskaznik efektywnosci obiektu j-tego ze wzgledu na promien technologiczny
okreslony jest wzorem (22).

2. W przedstawionej wersji metody nie jest potrzebne rozwiazywanie zadan pro-
gramowania w celu wyznaczenia wierzchotkéw granicy efektywnosci, co jest bardzo
duzym uproszczeniem. Obliczeniowo metoda jest o wiele prostsza od np. standardo-
wych metod DEA (jednak, dla wyjasnienia idei procedury, $wiadomos$¢ rozwiazywa-
nia takich zadan programowania jest konieczna).

3. Proponowana metoda, cho¢ wywodzaca si¢ z podobnej idei co DEA, jest nie
tylko prostsza obliczeniowo, ale jest inna. Przede wszystkim inny jest punkt wyjscia:
sa to mianowicie izokwanty efektywnosci czastkowej w przestrzeni wydajnosci, pod-
czas gdy w DEA rozpatruje si¢ (i to w ,,tle”’) tradycyjne izokwanty wyniku. O réznicy
metod §wiadczy tez i to, ze w przyktadach liczbowych wyniki sa na ogét inne.

Na przyktad standardowa dla DEA metoda CCR'” wskazuje, Ze dla danych z tabe-
li 2 az pie¢ obiektow jest w petni efektywnych: O1, 02, O3, 04, 06, a nieefektywny
jest obiekt piaty (i to tylko w 50%). Proponowana procedura w wariancie z wlasnymi
promieniami technologicznymi wskazata, ze w pelni efektywne sa trzy obiekty: O3,
04, 06, a nieefektywnos¢ obiektu O5 wynosita az 92%. Jak pokazuja jeszcze inne
przyktady liczbowe, wyniki obecnej procedury sa zdecydowanie bardziej ,,wyostrzo-
ne” niz wyniki standardowych metod DEA.

17 Charnes, Cooper, Rhodes [2]. Wazne modyfikacje metody CCR to tzw. nadefektywnos¢ zapropo-
nowana przez Andersena, Petersena [1] czy efektywno$¢ nieradialna zaproponowana w Thanassoulis
i Dysona [9] oraz Zhu [10].

Bogaty przeglad r6znorodnych metod z zakresu DEA zawiera ksiazka Zhu [11]. W literaturze pol-
skiej metod¢ CCR i niektore jej poczatkowe mutacje mozna znalez¢ np. w pracach: Rogowski [8], Go-
spodarowicz [3], Kopczewski, Pawtowska [6], Predki [7].
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Measuring efficiency using isoquants in input-productivity space.
Multiple-input case

The article presents a method of establishing efficiency of business units when a result (e.g. produc-
tion, profit, income) is obtained with more than one input. This approach is a generalization of a method
presented in [4]. It is based on partial efficiency isoquants in the input-productivity space that were dis-
cussed in [5].

According to this approach the author suggests the following steps for measuring efficiency:

a) establishing unit isoquants on the basis of inputs and outputs data;

b) establishing technological radius corresponding with assumed proportion of inputs (or assumed
proportion of productivities);

¢) finding intersections of technological radius and each unit isoquant;

d) establishing the distance of the isoquant from the origin, measured along the assumed technologi-
cal radius.

Suggested approach does not require solving the programming task in order to establish the apexes of
efficiency frontier — which is an important simplification compared to e.g. standard DEA methods.

Keywords: isoquant in productivity space, efficiency, DEA



